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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ЕЛЕМЕНТІВ ПРЕС-ФОРМ ТА ПРОЕКТНО-ТЕХНОЛОГІЧНЕ  
ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ЇХ ТЕХНІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
Для аналізу функціональних властивостей прес-форм необхідно визначати напружено-деформований стан їхніх елементів. Це пояснюється 
тим, що прес–форми є сукупністю багатьох деталей, які перебувають одна із одною у контактній та силовій взаємодії. Для цього розроблена 
математична модель напружено–деформованого стану елементів прес–форм. Ця модель ураховує дію зусиль запирання прес–форм та дію 
внутрішнього тиску робочого матеріалу, який перебуває у рідкому стані, на поверхню напівматриць. Крім того, на поверхні деталей, які 
перебувають у сполученні, діють умови контактної взаємодії. Ця математична модель реалізована у вигляді сукупності параметричних мо-
делей та програмних модулів. Із використанням цих засобів визначені характерні особливості поведінки прес–форм при здійсненні техноло-
гічних операцій пресування деталей із пластмас. Визначені особливості деформування основних деталей, які забезпечують міцність, жорст-
кість, точність роботи та якість деталей, що виготовляються на цих прес–формах. Здійснено аналіз одержаних результатів. Сформовані від-
повідні рекомендації. 
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скінченних елементів 
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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ПРЕСС-ФОРМ И ПРОЕКТНО-
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ИХ ТЕХНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
Для анализа функциональных свойств пресс-форм необходимо определять напряженно-деформированное состояние их элементов. Это объ-
ясняется тем, что пресс-формы представляет собой совокупность многих деталей, которые находятся друг с другом в контактном и силовом 
взаимодействии. Для этого разработана математическая модель напряженно-деформированного состояния элементов пресс-форм. Эта мо-
дель учитывает действие усилий запирания пресс-форм и действие внутреннего давления рабочего материала, который находится в жидком 
состоянии, на поверхность полуматриц. Кроме того, на поверхности деталей, находящихся в контакте, действуют условия контактного 
взаимодействия. Эта математическая модель реализована в виде совокупности параметрических моделей и программных модулей. С ис-
пользованием этих средств определены характерные особенности поведения пресс-форм при осуществлении технологических операций 
прессования деталей из пластмасс. Определены особенности деформирования основных деталей, которые обеспечивают прочность, жест-
кость, точность работы и качество изготавливаемых деталей на этих пресс-формах. Осуществлен анализ полученных результатов. Сформи-
рованы соответствующие рекомендации. 
Ключевые слова: пресс–форма; напряженно-деформированное состояние; прочность; жесткость; параметрическая модель; метод ко-
нечных элементов 
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CONTACT INTERACTION OF MOLDS ELEMENTS AND PROJECT-TECHNOLOGICAL PROVI-
SION OF THEIR TECHNICAL  
To analyze the functional properties of molds, it is necessary to determine the stress-strain state of their elements. This is due to the fact that the molds 
are a set of many parts that are in contact with each other in a power and interaction relationship. To do this, a mathematical model of stress-strain state 
of molds elements has been developed. This model takes into account the effect of molds locking efforts and the action of the internal pressure of the 
working material, which is in liquid state, on the surface of the semimatrices. In addition, the conditions of contact interaction process are in place on 
parts surface that are in combination. This mathematical model is implemented as a set of parametric models and software modules. Using these tools, 
characteristic features of molds behavior are determined in the implementation of technological operations of pressing plastics parts. Certain features 
of main parts deformation are determined that provide strength, toughness, accuracy and quality of molds manufactured parts. The analysis of the 
received results is carried out. Formal recommendations made. 
Keywords: mold; stress-strain state; strength; stiffness; parametric model; finite element method  
 
 
Вступ. У сучасному машинобудуванні одна із 
найбільш поширених технологічних операцій – 
пресування деталей у прес-формах (ПФ). Таким 
способом виготовляються деталі із металів та 
сплавів, із пластиків та композиційних матеріалів 
тощо. Перевагами такого способу виготовлення 
деталей є висока продуктивність процесу. Напри-
клад, пластикова деталь виготовляється шляхом 
заливки розплавленого матеріалу у прес-форму, 
яка розміщується на термопластавтоматі, протягом 
циклу, який триває від декількох до десятків се-
кунд. Перевагою такого процесу є також та обста-
вина, що таким шляхом можливе виготовлення 
деталей дуже складної форми. Потрібно лише ви-
готовити відповідні формотвірні деталі (напівмат-
риці), підібрати режими нагріву, впорскування та 
тиску на робочу рідину у формотрівній порожнині. 
Разом із тим при формуванні проектно-
технологічних параметрів прес-форм на перший 
план виступають умови міцності, жорсткості, точ-
ності та якості виконання технологічних операцій, 
які зумовлені напружено-деформованим станом 
(НДС) елементів ПФ. Зважаючи на значну кіль-
кість деталей, які складають ПФ та знаходяться в 
умовах контактної взаємодії (КВД), можна ствер-
джувати, що основні технічні характеристики 
прес-форм залежать від умов контактного сполу-
чення деталей ПФ. Це передбачає необхідність 
аналізу НДС елементів ПФ із урахуванням КВД. 
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Відповідно, розробка моделей, методів та здійс-
нення такого аналізу є метою цієї роботи. 
Аналіз існуючих моделей, методів та засобів 
досліджень. Прес-форма є елементом технологічної 
системи, який розміщується на відповідному облад-
нанні та забезпечує базування, силове замикання та 
формоутворення деталей із розплавленого робочого 
матеріалу. Прес-форми мають різноманітні конструк-
тивні рішення та технологічні режими роботи [1]. 
Разом із тим для них спільною рисою є те, що усі 
елементи ПФ знаходяться в умовах КВД. Для дослі-
дження НДС  системи пружних тіл із урахуванням 
КВД на сьогодні застосовуються різноманітні методи 
[2–4]. Вони реалізують підходи, які базуються на 
теорії варіаційних нерівностей [5, 6] , методах грани-
чних інтегральних рівнянь [7, 8], модифікаціях мето-
ду скінченних елементів (МСЕ) [9, 10]. 
Ці методи і моделі володіють суттєвими пере-
вагами: універсалізм, можливість урахування зна-
чної кількості чинників, наявність великої кількос-
ті потужних програмних комплексів, які реалізу-
ють той чи інший метод або модель. Разом із тим, 
цим засобам досліджень властиві також і певні 
недоліки. Це, по-перше, неадекватність щодо ура-
хування низки чинників, важливих для тих чи ін-
ших конструкцій, у т.ч. – прес-форм. Зокрема, мова 
йде про вплив нелінійних проміжних та поверхне-
вих шарів на КВД деталей досліджуваної констру-
кції. По-друге, це слабке переналаштування на 
конкретний обсяг досліджень. По-третє, це труд-
нощі при організації досліджень та аналізі одержу-
ваних результатів у автоматизованому режимі. 
Усі перелічені проблемні аспекти можуть бу-
ти подолані шляхом розробки, залучення та адап-
тації на основі модифікованого варіаційного прин-
ципу Калькера альтернативних моделей та методів.  
Зокрема, у роботах [11–14] розвинено модель 
КВД складнопрофільних тіл та методів розв’язання 
системи співвідношень для визначення їх НДС. Ці 
розробки реалізуються за допомогою МСЕ та ме-
тоду граничних елементів (МГЕ). Для побудови 
варіативних моделей залучається метод узагальне-
ного параметричного моделювання [15]. Таким 
чином, удається подолати перелічені вище недолі-
ки існуючих підходів. Враховуючи ці обставини, 
для аналізу НДС елементів ПФ у цій роботі розро-
блено спеціалізований програмно-модельний ком-
плекс для забезпечення заданих їх техніко-
технологічних характеристик, який поєднує чисе-
льні та аналітичні методи і моделі. 
Розрахункові моделі напружено-
деформованого стану прес-форм із урахуванням 
контактної взаємодії. Напружено–деформований 
стан елементів ПФ визначається системою рівнянь 
теорії пружності [16], що діють у областях 
Ω=Ω Nii ,...,2,1, , де ΩN  – кількість деталей, що 
складають прес-форму та інші тіла, які перебувають у 
взаємодії із ними. Так, одним із найпростіших варіан-
тів є система, зображена на рис. 1.   
Тут між нерухомою  2 та рухомою 1 плитами 
термопластавтомата розміщуються деталі 3÷10. На 
рухому плиту діє зусилля замикання прес-форми 
Q . На напівматриці 7, 8 діє тиск робочого матеріа-
лу p  (рис. 2).  
 
 
 
1 – рухома плита термопластавтомата;  
2 – нерухома плита термопластавтомата;  
3 – підкладна плита; 4, 10 – плити;  
5, 6 – обойма; 7, 8 – напівматриці; 9 – опори 
 
Рисунок 1 – Схема взаємодії елементів прес-форм  
 
 
 
Рисунок 2 – Розрахункова схема напівматриці 
 
Між тілами 101 Ω÷Ω  на поверхнях їхнього 
сполучення ijS  діють умови непроникнення: 
,ijji ww δ≤+  (1) 
де ji ww ,  – переміщення точок тіл iΩ , jΩ  відпо-
відно за нормалями до поверхонь ijS  кожного із 
тіл; 
ijδ  – початковий зазор у сполученні тіл (зазви-
чай для ПФ 0=δij ). 
Умови 1 перетворюють задачу аналізу НДС у 
загальному випадку у нелінійну. Це значно ускла-
днює дослідження впливу проектних та технологі-
чних параметрів, а також експлуатаційних режимів 
навантаження, на характеристики міцності та жор-
сткості елементів ПФ. Оскільки на етапі проектних 
досліджень необхідно варіювати достатньо обши-
рну множину параметрів, то пошук раціональних 
технічних рішень вимагатиме багатократних 
розв’язань нелінійних задач визначення НДС еле-
ментів ПФ із урахуванням умов КВД. Отже, в умо-
вах дефіциту часу на етапі проектних досліджень 
досить ефективними були би моделі та методи, що 
суттєво скорочують обсяг необхідних обчислюва-
льних ресурсів. 
Варіаційна постановка задачі та чисельно–
аналітичний метод аналізу НДС елементів ПФ. 
Одним із перспективних підходів до аналізу НДС 
системи контактуючих тіл є варіаційна постановка 
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задачі на основі теорії варіаційних нерівностей [17, 
18]. Згідно із нею задача визначення НДС системи 
контактуючих тіл зводиться до проблеми мініміза-
ції функціоналу повної внутрішньої енергії [18, 
19]: 
KuubuuaJ ∈→−= min,)(),(
2
1
, (2)
де u  – поля переміщень точок контактуючих тіл; 
a  – квадратична форма, задана на полях u ; 
b  – лінійна форма переміщень; 
K  – множина функцій, що задовольняє умовам 
(1). 
Зокрема, 
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де )()( , Sij
S
ij εσ  – компоненти тензорів напружень і 
деформацій та вектора переміщень у тілах SΩ ; 
)(Sf  – навантаження на поверхні SS  окремих 
тіл. 
При дискретизації функціоналу (2)  із залу-
ченням МСЕ одержуємо задачу  
,min
2
1
,
∑ ∑ →−≈∧
rp p
pprppr ufuuCJ  
 
(5) 
де prC  – елементи матриці жорсткості конструкції; 
     pu  – шукані вузлові параметри скінченно-
елементної моделі (тут – вузлові переміщення); 
    pf  – вузлові сили, відповідні параметрам pu . 
Мінімізація дискретизованого функціоналу 
(5) здійснюється на множині, яка є проекцією умов 
(1) на скінченновимірний простір параметрів pu : 
.ghhg uu δ≤+  (6)
Від такого загального формулювання можна 
перейти до частинного. 
По-перше, слід звернути увагу, що лінійна 
форма у (5) лінійно залежить від параметрів наван-
таження Q  та p : 
,21∑ +==∧ pbQbufb pp  (7) 
де 21, bb  – деякі лінійні комбінації вузлових змін-
них pu . 
По-друге, співвідношення (6) при 0=δgh  (що 
є справедливим для багатьох випадків конструкти-
вного виконання ПФ) виконуються як для деяких 
номінальних значень 
)0()0(
, hg uu , так і для їх зна-
чень, однаково збільшених у α  разів:  
⇒≤+ 0)0()0( hg uu .0
)0()0( ≤α+α hg uu  (8)
тут α  – деякий довільний множник. 
Якщо тепер подати (7) як  
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Q
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де 
)0()0(
, pQ
 – деякі номінальні значення притиск-
ної сили Q  і тиску p ,  
то можна зауважити, що при певному співвідно-
шенні const=γ між )0(Q  та )0(p  розв’язок задачі 
(5) є лінійним за параметром α . Це твердження 
випливає із того, що квадратичний функціонал (5) 
за лінійних обмежень, які містять початок коорди-
нат у просторі змінних pu , при зміні навантажень 
у α  разів досягає і умовних, і безумовних мініму-
мів на одних і тих же променях відповідно. Отже, 
розв’язок при const=γ  лінійно залежить від рівня 
навантаження. 
Таким чином, за цих умов достатньо один раз 
розв’язати задачу визначення НДС елементів ПФ 
за певних 
)0(Q
 та 
)0()0( Qp γ= , а надалі за довіль-
них 
)0(QQ α=
 та 
)0(pp α=
 одержувати поточний 
розв'язок за лінійними залежностями )0(uu α= , 
)0(ασ=σ , )0(αε=ε , де )0()0()0( ,, εσu  – перемі-
щення, напруження та деформації при номінальних 
навантаженнях, а εσ,,u  – при довільних поточ-
них. 
Сформульоване твердження складає основу 
нового підходу до розв’язання задач визначення 
НДС елементів ПФ із урахуванням умов КВД. Він 
полягає у тому, що на основі математичної моделі 
НДС контактуючих елементів ПФ, яка зводить ви-
хідну задачу до задачі квадратичного програму-
вання, пропонується чисельно-аналітичний метод 
визначення напружено-деформованого стану цієї 
системи тіл (див. вище). Це дає змогу багаторазово 
зменшити обсяг обчислень при проектних дослі-
дженнях міцності та жорсткості елементів ПФ. 
Таким чином, різко зростає оперативність дослі-
джень без втрати точності одержуваних результа-
тів. Відповідно, збережеться достовірність одержу-
ваних на основі аналізу НДС елементів ПФ реко-
мендацій та ефективність обґрунтованих проект-
них рішень. 
Приклад чисельних досліджень. Для проек-
тованих ПФ виникає низка задач, пов’язаних із 
напружено-деформованим станом їх елементів. 
По-перше, це визначення працездатності за умова-
ми міцності найбільш відповідальних та наванта-
жених деталей. По-друге, це визначення якості та 
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точності виготовлення деталей у прес-формах, яке 
залежить від різних чинників, зокрема, від дефор-
мування напівматриць.  
Останнє може призвести до спотворення но-
мінальної форми та розмірів деталі, яка виготовля-
ється. Це може бути викликане зміною товщини 
деталей внаслідок роздуття формотвірної порож-
нини або локального розкриття стику напівмат-
риць  та утворення облою на периферії цих дета-
лей. Таким чином, потребує аналізу напружено-
деформованого стану усіх елементів ПФ, особливо 
– напівматриць. 
Для прикладу було досліджено НДС дослідної 
ПФ, наведеної на рис. 3, без додаткових опор 6. 
Базове навантаження  
)0(Q =250кН, )0(p =2,5МПа. 
Варіювання рівня навантаження здійснювалося 
шляхом зміни α  у межах 0,1÷10, тобто ∈Q [25кН; 
2,5МН], p =[0,25; 25] МПа.  
У табл. 1 (див. рис. 1) наведено розподіл кон-
тактного тиску у спряженнях елементів прес–
форм, у табл. 2, 3 наведено розподіл еквівалентних 
напружень за Мізесом та повних переміщень у 
елементах ПФ, а на рис. 4 наведено залежність від-
носних максимальних значень контактного тиску, 
напружень за Мізесом, переміщень від рівня нава-
нтажень.  
Як видно із наведених розподілів, області ко-
нтакту та закон розподілу контактного тиску є 
практично співпадаючим для різних рівнів наван-
тажень. При цьому виконується прямо пропорцій-
на залежність між компонентами НДС та діючими 
навантаженнями. 
Висновки. Одержані результати слугують ос-
новою для наступних висновків. 
1. У роботі  обґрунтована варіаційна постано-
вка задачі про визначення напружено–
деформованого стану системи контактуючих тіл за 
наявності між ними контакту на співпадаючих час-
тинах площин. При цьому визначено, що у цьому 
випадку між компонентами напружено–
деформованого стану та навантаженням викону-
ється прямо пропорційна залежність, незважаючи 
на нелінійність контактної задачі у загальному ви-
падку. 
 
 
1 – матриця; 2 – верхня плита; 3 – гвинти для закріплення формуючої 
вставки; 4 – підкладна плита; 5 – опори;  6 – додаткові опори 
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в 
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Рисунок 3 – Конструкція дослідної прес-форми, скінченно-елементна модель, контакти у спряженні та крайові умови:  
а – конструкція дослідної прес-форми; б – скінченно-елементна модель ПФ;  
в – контакти у спряженні напівматриць; г – крайові умови закріплення на нерухомій плиті термопластавтомату;  
д – внутрішній тиск робочої рідини у порожнині напівматриць; 
 е – сила змикання прес-форми, прикладена до рухомої плити прес-форми 
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Таблиця 1 – Розподіл контактного тиску у спряженнях  елементів прес-форм, МПа 
 
Набір 
параметрів 
Значення кон-
тактного тиску 
Розподіл контактного тиску 
Значення  
контактного  
тиску 
Розподіл контактного тиску 
 рухома напівматриця нерухома напівматриця 
p = 0,25 МПа,  
=Q 25кН 
 
 
 
 
p  = 2,5 МПа,  
=Q  250 кН 
 
 
 
 
p  = 25МПа,  
=Q 2,5 МН 
 
 
 
 
 
 
Таблиця 2 – Розподіл еквівалентних напружень за Мізесом в елементах прес-форм, МПа  
 
Набір 
параметрів 
Значення  
контактного 
тиску 
Розподіл контактного тиску 
Значення 
контактного 
тиску 
Розподіл контактного тиску 
рухома напівматриця нерухома напівматриця 
p = 0,25 МПа,   
Q = 25кН 
 
 
 
 
p = 2,5 МПа,   
Q =  250 кН 
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Закінчення табл. 2 
Набір 
параметрів 
Значення 
контактного 
тиску 
Розподіл контактного  
тиску 
Значення 
контактного 
тиску 
Розподіл контактного тиску 
p 
=
 
25
М
П
а,
 
Q 
=
 
2,
5 
М
Н
 
 
 
 
 
 
Таблиця 3 – Розподіл повних переміщень у елементах прес-форм , мм  
 
Набір 
параметрів 
Значення  
контактного  
тиску 
Розподіл контактного тиску 
Значення  
контактного 
тиску 
Розподіл контактного тиску 
рухома напівматриця нерухома напівматриця 
р = 0,25 МПа, 
Q = 25кН 
 
 
 
p = 2,5 МПа, 
Q = 250 кН 
 
 
 
p = 25МПа, 
Q = 2,5 МН 
 
 
 
2. На прикладі дослідної конструкції преc-
форми шляхом чисельного моделювання підтвер-
джені прогнозовані закономірності: пляма контакту 
залишається незмінною при зміні рівня навантажень, 
а контактний тиск і компоненти напружено-
деформованого стану прямо пропорційні діючим 
силам. 
3. Продемонстровано, що при розрахунках на-
пружено-деформованого стану елементів прес-форм 
із урахуванням умов контактної взаємодії можливе 
застосування чисельно-аналітичного способу, який 
полягає у здійсненні одиничного розрахунку напру-
жено-деформованого стану при номінальному нава-
нтаженні. При зміні ж цього рівня навантажень від-
повідно змінюються усі компоненти напружено-
деформованого стану. Це суттєво підвищує операти-
вність проектних досліджень при збереженні їх точ-
ності та обґрунтованості розроблюваних технічних 
рішень за критеріями міцності, жорсткості та праце-
здатності досліджуваних конструкцій прес-форм, 
ISSN 2079-0775 
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 1 2019               65 
точності та якості виготовлення деталей. 
 
 
а 
 
б 
 
в 
 
Рисунок 4 – Залежність відносних максимальних значень 
контактного тиску 
)0(/ ppp = (а), напружень за Мізесом 
)0(/ ээ σσ=σ  (б), переміщень )0(/ www =  (в) від рівня 
навантажень 
)0(/ QQ=α
 
 
У подальшому пропонується розвинути запро-
понований підхід до розв’язання більш широкої 
множини задач. 
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